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1.

Die bei numerischer Quadratur auftretenden Restglieder lassen sich im
FaIle holomorpher Integranden durch Verwendung passender Integral
formeln ableitungsfrei abschatzen. Besonders elegant und durchsichtig
gestaltet sich diese Idee bei Betrachtung geeigneter Hilbertraume holomor
pher Funktionen, und mittels explizit angebbarer Orthonormalbasen gelingt
unter Umstanden sogar die genaue Bestimmung der Normen solcher
Quadraturfehlerfunktionale. Ein auch im Vergleich zu den nachfolgenden
Untersuchungen instruktives Beispiel dieser Methode findet man in [2].

Wesentlich neue Probleme wirft die Berechnung derartiger Fehlernormen
auf, wenn die holomorphen Funktionen nicht mit einer Hilbertraumnorm
sondern z.B. mit der Supremum-Norm versehen werden. 1m folgenden sollen
Fragen dieser Art bei der Quadratur periodischer Funktionen behandelt
werden.

2.

Bei aquidistanten Stiitzstellen Xk = k . 27r/n fiihrt die trigonometrische
Interpolationsquadratur 27r-periodischer Funktionen f auf das Restglied

1 f2" 1 n-l
Rn(f) = -2 f(t) dt - - L f(xk)'

7r 0 n k~O

Fiir trigonometrische Polynome g EO .Pn- 1 vom Grade < n - I gilt Rn(g) = 0;
wahlt man gals Tschebyscheff-Proximum zuj, so daB also If - g I = En - 1(f),
dann [olgt

1 2" 1 n-l

I Rif)! = i R,,(f - g)1 < 27r So If(t) - g(t)1 dt + nk~ I f(xk) - g(Xk)!,

I Rn(f)! < 2En- 1(f). (2)
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Diese Abschiitzung legt nahe, hier Klassen holomorpher Funktionen zu
betrachten, deren trigonometrische Approximierbarkeit explizit bekannt ist.
Als solche kennt man (vgl. Achieser [I] oder auch [3], pp. 196-201) die
reellen Banachriiume ~J der im symmetrisch zur reellen Achse gelegenen
Streifen SIJ {x -+ iy [ i )' I (3} holomorphen 27T-periodischen Funktionen
f mit reellen Wertenf(x) fur x EO R und der Norm

if -= sup I Re/(z)!
ZESe

Fur die Einheitskugeln HI/ = {fE HIJ i :f I} hat man dann

(3)

E (N 1) =~ ~ ~- (--I)'" < _~ e-n/J
n-I e 7T )~O (2m + I) eh((2111+- 1) n(3) '7T ' (4)

und damit ergibt sich wegen (2) die fUr praktische Zweeke schon v611ig
ausreichende Abschiitzung

(5)

1m weiteren betrachten wir in Verallgemeinerung von (1) die aus der Ver
wendung von Integrationsgewichten ((Xo , (Xl, ... , CXn-I) = a E Rn hervorgehen
den Restglieder

(6)

und fragen nach optimalem a, so daB R a als Funktional uber He minimale
Norm IRa !e hat.

3.

Fur f EO He , YJ < (3, Z EO SIJ gilt (vgl. [3], p. 197)

1 r21T

fez) =~ -2 I. K,,(z - t) Ref(t + iYj) dt,
7T • 0

wobei

K (z) = 1 + 2 I cos(mz) c= I ~.
" m~I ch(mYJ) m~-." ch(mYJ)

Aus (6) und (7) ergibt sich wegen J~" K,,(t) dt = 277 die Darstellung

(7)

(8)

(YJ < (3). (9)
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SATZ I. Die in (6) dejinierten R a haben als Funktionale uber H{3 die Norm

Die Abschatzung I Ra 1{3 :S; ... folgt aus

nach (9) mittels Grenziibergang Y) -+ fJ.
Zum Beweis von IRa 1{3 ;:-:;: ... setzen wir

(10)

I J211
fez) := 21T 0 Kiz - t) aCt) dt

Wegen Re Kiu) > 0 fUr u E 5{3 gilt

fur z E 5{3.

] J271
1 Ref(z)1 :S; 21T 0 Re K{3(z - t) dt = I,

also fE H{3 und Ifl{3 "';;- 1. Weiter hat man beschrankte punktweise Konver
genz Re(x + iY)) -+ a(x) fUr Y) -+ fJ, denn aufgrund von (8) folgt

I e 211

Ref(x + iY)) = 21T J0 Re K{3(x + iY) - t) aCt) cit

1 J211 ( a ch(I11Y)) )
= 21T 0 ] + 2 "tl ch(l11fJ) COS(I11(X - t)) aCt) dt

'" (Ch(I11Y)) ch«m + 1)7)))
= "to ch(mfJ) - ch«m + 1) fJ) CPm(x),

worin die mit

1 J271 (m )CPm(x) = 27T 0 1 + 2 ~l cos(j(x - t)) a(t) dt

gegebenen CPm die Fourierproxima zu a sind; wei] a von beschrankter Varia
tion ist, gilt beschrankte punktweise Konvergenz CPm(X) -+ a(x) (vgl. [3J,
p.94).
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So folgt aus (9) mit Yj -+ f3 schliel3lich auch

4.

Satz 1 [uhrt uns auf das Proximumproblem bei der V-Approximation
der konstanten Funktion 1 durch Funktionen der Form

n-l

g(t) = ~ cxkKB(Xk - t);
k~O

(11)

den von diesen Funktionen aufgespannten Unterraum bezeichnen wir im
folgenden mit Un.r! .

Sei nun go E Un,B ein LI-Proximum zu I,

n-1

go(t) = ~ YkKix k - t).
k~O

Dann sind auch die durch

n-l

g;(t):= ~ YwKixk - t),
k~O

mit Yn+k == Yk

erkHirten gl ,',., gn-l V-Proxima zu 1 in Un •B , denn aufgrund der aqui
distanten Wahl der X k ergibt sich verm6ge der Substitution t = s '~.i . 27Tln
einfach

Weiter ist dann wegen der Konvexitat der Menge der Proxima auch
g = lin L~:: gj ein V-Proximum zu 1, woraus wegen der Stetigkeit der gj

auBerdem

1 I n-1 1 "1

I 1 - g(t)i = - .~ (1 - g;(t)) I = - I... I 1 - g;(t)I,
n j~O n jO

folgt.

fUr aIle t (12)



ZUR QUADRATUR HOLOMORPHER PERIODISCHER FUNKTIONEN 345

. n~

Mit Xk = k . 27rjn, y := Lk~O Yk und (8) berechnet man

(13)

it ist demnach 27Tjn-periodisch, und damit folgt

1 r2~ J1 J27r In
01(1, Un.n) = -2 I 1 - g(t)[ dt = -2 11 - yKnsCnt) 1 dt

7T·O 7T 0

1 .27r 1 r2"
= -2 I 11 - yKnn(t) [ dt = min -2 I 1 - aKne(-01 dt

7T· O ~ 7T· O

= 01(1, Ul,ne)·

Zusammenfassend ergibt sich also

SATZ 2. Unter allen in (6) genannten Quadraturfehlern Ra hat R" mit den
Gewichten Ylc = yjn (0 :s; k < n) als Funktional uber He minimale Norm

1 r2
"

! Rc Ie = -2 I 1 - yKneCt) Idt,
7T '0

wobei y durch die MinimalWit dieses Integrals eindeutig bestimmt ist.

(14)

Wir haben mit dieser Formulierung auch schon die Frage nach der Ein
deutigkeit des V-Proximums angesprochen, die wir nun durch den Nachweis
von go = it positiv beantworten werden.

Wegen Kne(t) > °fUr aile t E R erfUllt der eindimensionale Unterraum
ULne die Haarsche Bedingung. Damit foIgt (vgI. [3], 7.2) die Eindeutigkeit
von y und aus Periodizitatsgriinden die Existenz von mindestens zwei Null
stellen von 1 - yKnn in [0, 27T), nebenbei also auch y > 0. Nach (13) hat
1 - it dann mindestens 2n Nullstellen in [0,27T).

Jetzt nutzen wir aus, daB Kn eine elliptische Funktion mit den Perioden 27T
und 4fJi ist, die im Periodenrechteck

Q = {x + iy I 0 ~ x < 27T, -2f3 ~ Y < 2f3},

nur einfache Pole an den Stellen +f3iund -f3i besitzt. Die in (11) angegebenen
g E Un .e haben dann ebenfalls die Perioden 27T und 4f3i und besitzen in Q
einfache Pole h6chstens an den 2n Stellen Xk ± f3i (0 :s; k < n). Da soIche
Funktionen iiber Q jeden Wert seiner Vielfachheit nach gezahIt gleich oft
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annehmen und g nach obigem in Q mindestens 2n viele I-Stellen hat, sind
die 2n reellen Nullstellen von I -- g in [0,27T) schon aile Nullstellen in Q,
und sie sind uberdies einfach; zugleich hat I -- If die 2n Poistellen XI.; ± (3i.
Gemiif3 diesen Dberiegungen stellt

eine elliptische Funktion dar, die den Wert CD nicht annimmt, denn die
einfachen Pole des Ziihlers sind auch Pole des Nenners, und die einfachen
Nullstellen des Nenners sind nach (12) auch N ullstellen des Ziihlers. q ist
also konstant, und mit z ---+ XI.; + (3i ergibt sich diese Konstante zu yl.;!(yln)
fUr jedes k. Wegen y = L;,':(~ y" folgt so schlief31ich y" yin, d.h. go If.

5.

Fur das in (I) genannte Restglied bei 1nterpolationsquadratur ergibt sich
nach Satz 1 und den Rechnungen vor Satz 2 die Norm

(15)

Um dieses Integral angeniihert zu bestimmen, betrachten wir jetzt das
umgekehrte U-Approximationsproblem, K nlJ durch konstante Funktionen
zu approximieren. Das fUhrt (vgl. [I] und (4)) gerade zu

wobei nach (8)

K ('7T) J _ 2 _ --l-- 2 2 +
nS T = ch(2n(3)' ch(4n(3) - ch(6n(3) ...

Mit (15) ergibt sich so die Einschlief3ung

die iibrigens auch zeigt, daB bei der aus (2) unmittelbar folgenden
Abschiitzung I R n Is ~ 2En _ 1(Hsl) hochstens der Faktor 2 verschenkt wird.

Man kann, ohne die in Satz 2 auftretende Konstante y zu berechnen,
IR c Is auf folgende Weise nach unten abschatzen: Nach (14) gilt, da L1 den
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Abstand von Kn8 zum Unterraum der konstanten Funktionen angibt,
einerseits I R c :8 ~ yLl, andererseits aber auch

Wegen max{l - y, yLl} ~ Ll/(l + Ll) > Ll - Ll2 und (4) [olgt so

Der Vergleich mit (I6) zeigt unter Berucksichtigung von I R c 18 "'; ! Rn 18 ,
daB beide Normen asymptotisch gleich (8/rr) e-n8 -+ O(e-2n8) sind. Fur
nfJ -+ 00 ist die trigonometrische Interpolationsquadratur asymptotisch
optimal.
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